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TD n°17 - Corrigé

1 Formules propositionelles

Exercice 1

On notera ¢; la formule de la question i.

1

Pour toute valuation v, on a [|@1]|], = et ([|x1 A—x1|]y, [0V —x0]]s)- Or x1 A—x1 est une antilogie et 1a conjonction
de faux et d’autre chose est toujours faux, donc ¢; est une antilogie.

On dessine la table de vérité (en fait seule les deux premieéres lignes sont nécessaires. On conclut que ¢y est

satisfiable mais pas une tautologie.

[lxollv | [lx1llo | [lx2llv | [lg2llv
\% \" A" \"

Hid g <<l <
Hi < <|lH1 "<
<|/H <|H"H|<|H™
| | | |

F F F A%

. On teste toutes les valuations possibles v qui associe toujours V, vy qui associe V a xg et F & x1, vg qui associe

FavyetV avs etuvy qui associe F aux deux variables.

On a alors [|gs|]y, = [l@sllv, = [l@sllu; = [I@slle, = F. @3 est une antilogie.
On remarque que si x est satisfait, alors la formule aussi. Si xo n’est pas satisfiable, alors xo — x; est satisfait
et la formule aussi. Ainsi @3 est une tautologie.

Soit v; associant V a x; et V a xy, alors [|¢s5]],, = V.

Soit vy associant F a x1 et V a x¢, alors [|@4]]y, = F.

On en conclut que @g est satisfiable mais pas une tautologie.

Soit vy associant V a x; et V a xo, alors [|pg|],, = V.

Soit vy associant V a x; et F a x¢, alors [|¢s|]y, = F.

On en conclut que @g est satisfiable mais pas une tautologie.

Soit v; associant V a x; et F a x, alors [|¢7]],, = V.

Soit ve associant F & x1 et V a x, alors [|¢7]],, = F.

On en conclut que @7 est satisfiable mais pas une tautologie.

. On raisonne par équivalences :

xo V (x0 — x0) = (x0 V x0) — %o

X0 —™ X9

= -9 VX0

Cette derniéere expression est une tautologie, donc ¢g aussi.
On va simplifier et conclure.

(x0 A (x9g = x1)) = x1 = (x0 A (—x9 V x1)) — x1 en utilisant la définition de —
= ((x9 A —xg) V (x9 V x1)) — x1 en utilisant De Morgan
= (L V (xp V x1)) — x1 en remarquant une antilogie
= (x9 Vx1) & %1
= (-xo A —x1) V x1 en transformant I'implication et en développant
= (-xo V x1) A (-x1 V x1) en développant
= (-xp V x1) A T en remarquant une tautologie
= -xg VX1

La formule finale est satisfiable (v(xg) = F et v(x1) = V) et non tautologique (v(xg) =V et v(x1) = F).
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10. Si (x9 A x1) est évalué a V pour une valuation v, alors v(xg) = V donc la formule est évaluée a V.

Si (xg A x1) est évalué a F, alors la formule est évaluée a V.

@10 est une tautologie.
vi(x0) =V
vi(x1) = F
pas une tautologie.

vi(xg) = F
qui satisfait ¢1; et { 12 0; v qui ne satisfait pas ¢11. @11 est satisfiable mais
v1(X1) =

11. On considere {
12. A gauche de la fleche on remarque une tautologie et & droite une antilogie.
Or, quelque soit v, [|@12|], = implique([|xo V —xollv, [|x1 A —x1(]y) = implique(V,F) = F
Conclusion : @12 est une antilogie.

[lxollo | [lxallo | [lxo = x1l]o | [Im20 = x1llo | [1(x0 = x1) A (=20 = x1)[]v | [lg13l]

A% v A% \% \% A%
13. \% F F A% F A%
F A% A% \% A% F
F F v F F v

On fait manifestement face a une formule satisfiable non tautologique.

[lxollo | [lx1llo | [lxo — x1llv | [lxo — —x1lly | [[(x0 = x1) A (20 — —~x1)[]y | [l@14l]

A% v v F F \%
14. \% F F A% F \%
F \% \% A% A% \%
F F \Y A% \% v

On fait manifestement face a une tautologie.
15. On a a gauche une antilogie, donc 'implication est toujours vraie, peut importe I’évalution de x; et xo.

16. On raisonne par équivalences :

(%0 — x0) — —xo = (=70 V x9) — —o

Xo — TXo

—Xg V —Xo

= —X0
La formule ¢¢ est donc, comme —x( satisfiable mais non tautologique.

Exercice 2

Montrer que toute formule logique A utilisant T, 1, A, V, =, —, <> et des variables est sémantiquement équivalente
a une formule A’ qui ne s’écrit que avec T, L, -, V et des variables.

On raisonne par induction structurelle sur la structure de la formule.

mSiA=T,A=lLouA=x,onprend A’ =A,donconaA=A".

m Si A = -B avec B qui vérifie ’hypotheése d’induction, c’est & dire qu’on peut obtenir B = B’ avec B’ comme
voulu, alors A’ = =B’ vérifie A = A’ et est de 1a bonne forme.

m Si A=BVC(C,ennotant B’ et C’ les formules obtenues par application de I’hypothése d’'induction sur B et
C,onaA=BvC(C.

m SiA=BAC,ennotant B’ et C’ les formules obtenues par application de I’hypothése d’induction sur B et
C,ona A = —(-B’ vV =C’) en utilisant les lois de De Morgan.

mSiA=B— CouA =B < C, alors on utilise les équivalences classiques pour se ramener & =B VvV C ou
(=B V C) A (BV —=C) et on fait disparaitre les A comme dans le cas précédent.

Exercice 3

On définit informellement la fonction Neg sur les formules utilisant les variables et les connecteurs —, A et V par
"Neg(A) est obtenue a partir de A en ajoutant un — devant chaque symbole de variable, et en remplacant les A par
des V et des V par des A".

1. En applicant la définition, —=p V (=—g A r). On notera que c’est équivalent a —p vV (g A1)
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2.

3.

On définit Neg sur toutes les formes de formules possibles :

Neg(x) = —x
Neg(—P) =-Neg(P)
Neg(P AQ) =Neg(P)V Neg(Q)
Neg(P Vv Q) =Neg(P) A Neg(Q)

Onrapelleque A=A" — A=A
Comme demandé, on procede par induction structurelle sur la structure de la formule

m Si A = x avec x une variable, alors Neg(A) = —x = -A.

m SiA=PAQ,alors Neg(A) = Neg(P)V Neg(Q). On applique 'hypothése d’induction : Neg(P) = =P
et Neg(Q) = Q.
Alors on a Neg(A) = -P V =@ = (P A Q) = —A, en utilisant une loi de De Morgan.

m SiA=PVQ,alors Neg(A) = Neg(P) ANeg(Q). On applique 'hypothése d’induction : Neg(P) = -P
et Neg(Q) = —Q.
Alors on a Neg(A) = =P A —=Q = —~(P V @) = —A, en utilisant 'autre loi de De Morgan.

m Si A = —P alors Neg(A) = =Neg(P), or par hypothése d’induction Neg(P) = =P, dott Neg(A) =
_|_|P = _|_A_.

Exercice 4

Montrer les propriétés suivantes. Lesquelles sont des équivalences ?

O = W N

P—->QF((PAR)— (QAR))
{PVQ,P >R,Q >R}ER
{P-(@Q—R),P>Q}EP—R
PE((-P) - Q)

(-P)>PEP

Pour cette premiére question on dessine une table de vérité

[Pl | [IQl]. | [IRl], | [IP— Qls | [I((PAR) = (QAR))I],
\4 \4 \4 \4 \4
\% \% F \% \
\4 F \ F F
\4 F F F \4
F \4 \4 \4 \4
F \Y F \4 \4
F F \4 \4 \4
F F F \4 \4

On voit que tout modele de la formule de gauche est un modéle de la formule de droite. En revanche l'inverse
est faux, comme on peut le voir sur la quatriéme ligne.

OnnoteI'={PV@Q,P—> R, — R}

Soit v un modele de I'. On a plusieurs possibilités :

Soit v n’est pas un modele de P, auquel cas c’est un modele de @ puisque c’est un modele de PV @. On en déduit
que v est un modéle de R car c’est un modele de @ — R et de Q.

Soit v est modele de P, donc modele de R puisqu’on ne peut pas évaluer P — R en évaluant P a vraiet R a
faux.

Ce n’est pas une équivalence en général, supposons 'existence d'une valuation v telle que [|P|], = F, [|Q|], = F
et [|R|], =V, alors c’est un modele de R mais pas de I'.

Bien sir il est possible qu'un tel v n’existe pas. Il existe donc des P, @ et R tels que c’est une équivalence.

Soit v un modele du terme gauche. Supposons par ’'absurde qu’il n’est ni modeéle de —P, ni modele de R. Alors
pour qu’il soit modele de (P — @) il doit étre modele de @ et pour étre modele de P — (@ — R) il doit étre
modele de —Q. C’est absurde.

Considérons v tel que [|R|], =V, [|P|] =V et [|Q]|], = F, alors c’est un modéle du terme de droite mais pas du
terme de gauche.
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4. (=P) - @ = P Vv Q. Donc si v est un modele de P, alors c’est un modeéle du terme droit.
L'inverse est faux, il suffit de considérer un modele v du terme droit qui vérifie [|P|], = F et [|Q|], = V.

5. On remarque tres facilement (-P) — P = P.

Exercice 5

Forme normale conjonctive

Pour la forme normale conjonctive, si C1 A Cs A ... A C,, est une tautologie si et seulement si pour tout i € [|1,n]], C;
est une tautologie.

Montrons qu'une clause est une tautologie si et seulement si elle contient comme littéraux une variable et son
contraire.

Le sens réciproque est évident.
Pour le sens direct, on raisonne par ’'absurde, soit C =11 VI3 V... VI, une clause qui est une tautologie. On suppose
qu'on a pas. [; = —l;

On consideére alors une valuation v qui a chaque variable associe vrai si le littéral présent dans C est négatif et faux
sinon (8’1l existe d’autres variables qui n’apparaissent pas dans C, on les fixe toutes a vrai.) Ce processus est valide
puisqu’on a dit qu'une méme variable n’apparaissait que positivement ou que négativement.

Par construction v n’est modéle d’aucun des littéraux, donc il ne peut pas étre modele de C, ce qui est absurde
puisqu’il s’agit d’'une tautologie.

Conclusion : la forme normale conjonctive d'une tautologie est formée de clauses qui contiennent toutes au moins
un littéral et son contraire.

Forme normale disjonctive

Pour la forme normale disjonctive c’est plus compliqué : on montre qu'un formule ¢ en FND est une tautologie si
et seulement si en sélectionnant un littéral dans chaque clause disjonctive, on obtient toujours aux moins deux
littéraux opposés.

Supposons que D; V Dy V ... V D,, est une tautologie et que peu importe comment on les sélectionne, un ensemble
{l1,12,...,1,}, avec Vi, l; € D;, ne contient jamais deux littéraux qui sont opposés (ie Vi, j,I; # ;). Alors on définit
une valuation v telle que pour chaque variable x apparaissant dans un /; ona v(x) = Vsil; = ~x et v(x) = F si
lj =X.

On remarque alors que peut importe la clause disjonctive D; considérée, v n’en est pas un modéle puisque qu’il ne
rend pas /; vrai. Ainsi ® n’est pas une tautologie, ce qui est absurde.

Réciproquement on suppose que ® n’est pas une tautologie, donc il existe une valuation v qui contredit ®, donc
qui contredit chaque D;. Ainsi dans chaque D; on peut sélectionner au moins un /; qui n’est pas satisfait par v.
L'ensemble {l1, ...,1,} ne peut pas contenir deux littéraux opposés puisque, peu importe la variable x, v ne peut pas
rendre faux a la fois x et —x.

On a conclut. On remarquera que cela implique que la FND d’une tautologie contient toujours une clause disjonctive
avec uniquement des littéraux négatifs et une autre clause disjonctive avec uniquement des littéraux positifs.
Exercice 6

En utilisant une fois les lois de De Morgan, on a =(x1 A =(xg V x3)) = —x1 V == (xg V x3) = —x1 V X3 V x3.

Cette derniere forme est a la fois une FND et une FNC.

Exercice 7

Montrer que pour toute formules P, P’, ¢ et variables x on a si P = P’ alors P[x\¢] = P'[x\¢].

On note V 'ensemble des variables existantes (celui qui est dans la définition inductive des propositions).

Cet exercice nécessite un peu de subtilité dans la manipulation des variables. On notera Var(y) les variables qui
apparaissent dans une formule ¥ quelconque.

Soit ¥ un formule, y une variable n’apparaissant pas dans ¢, v : V + {V, F} une valuation et v’ = v|q\(,}. Alors
[lwlly = [lyl]. . Ainsi 'évaluation dans le contexte v de ¥ revient a son évaluation dans le contexte v|va,(y)-

De plus, comme on remplace x par ¢, si ¢ contient la variable x, alors on peut la renommer x’. En effet la variable x
qui disparait de P et P’ et celle qui est ajoutée par ¢ n’existeront pas en méme temps dans les formules P, P’, P[x \
@], P’[x \ @], donc ne sont pas corrélées. On peut donc supposer que ¢ ne contient pas x.

Enfin on a dit que P = P’ revient & "pour toute valuation v, [|P|], = [|P’|],. Ceci n’a de sens que si I’espace de
départ de v est au moins Var(P) U Var(P’). P et P’ ne contiennent pas forcément les mémes variables. L'égalité
[IP[x\@]l]s = [IP’[x\¢]|]s, elle, n’a de sens que si’espace de départ de v est au moins (Var(P)UVar(P')UVar(¢))\
{x}. (x n’existant pas dans les formules comparées)
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Montrons désormais un lemme : pour @, des formules, x une variable apparaissant dans @ et v : (Var(Q) U
Var(y)) \ {x} — {V, F} une valuation, si on définit v’ : Var(@Q) — {V,F} parv’'(y) =v(y) siy # x et v’ (x) = [|w|],,
alors [|Q[x\y]]]v = [IQI]..

Montrons le par induction structurelle sur la structure de Q.

m Si @ est restreint & une variable, cette variable est x. Donc @ = x et @ [x\v] = v.
Dans ce cas [|Q[] = [|¥], = [|1Q[x\w]|].-
m @ ne peut pas étre T ou L.
Si @ = =P et qu'on suppose ’hypothése d’induction sur P. Alors @ [x\v] = =P[x\w], donc [|Q[x\v]|], =
non([|P[x\y]l]y) = non([|P|]v) = [|Q]w

Si @ = Q1 A Q2 et quon suppose ’hypothése d'induction sur @1 et Q2. Alors @ [x\v] = @1[x\v] A Q1[x\v],
donc [|Q[x\y][]v = and([|Q1[x\y][]v, [|Q2[x\y]l]v) = et([IQ1]]v, [|Q2l]v) = [I1Q1]w-

m Les autres cas se font de la méme maniére.

Passons a l'exercice. Soit v : (Var(P) U Var(P’) U Var(p)) \ {x} — {V,F}. On veut montrer que [|P[x\¢]|], =
[IP" [x\ ][]

On définit v’ : Var(P) UVar(P’') +— {V,F} parv'(y) =v(y) siy £ x et v'(x) = [|@|]o.

Alors d’apres le lemme [|P|],» = [|P[x\@]|]v et [|P'|] = [|P'[x\¢]|],. Or P = P’, donc [|P|]» = [|P’|],. Finalement
[IP[x\@]|]ls = [|P"[x\¢@]|]». Ceci vaut pour tout v, donc Px\¢] = P'[x\¢].

2 Modélisation logique

Exercice 8

On traduit les propositions, on fait la table de vérité et on remarque qu’il y a une valuation qui rend vraies toutes
les propositions (Cerbére ne ment pas) et une valuation qui rend fausses toutes les propositions (Cerbére a menti).
Ces deux valuations on en commun d’associer V a la variable représentant le fait que la 3e porte meéne vers le monde
des vivants.

Donc Socrate doit prendre la troisiéme porte pour survivre.

Exercice 9
1. Ici on considerera les variables x, ., qui valent vrai si a la case (r,¢) il y a la valeur v.

2. Ecrire une formule en FNC qui exprime que chaque case contient une et une seule valeur. (on peut séparer
“une” et “une seule” en deux conditions)

((xre1 A Xre2 A oo A2 c9) V (2r o1 Adpeg A AXre9) Voo V(2% e1 A "Xre2 Ao AXycg))
re[]0,8]] ce[]0,8]
3. Ecrire une formule en FNC qui exprime que chaque ligne contient une seule fois chaque valeur.

(xr,c,v)
re[]0,8|] ve[]1,9]] c€[]0,8]]

Remarque, ici on a pas besoin d'un XOR, car on a déja dit qu'une case n’avait qu’une et une seule valeur, donc si
chaque couleur va dans au moins une colonne, comme il y a autant de couleurs que de colonnes, chaque couleur
va dans exactement une colonne.

4. Ecrire une formule en FNC qui exprime que chaque colonne contient une seule fois chaque valeur.
(xr,c,v)
ce[]0,8]] ve[|1,9]] re[]0,8]]
5. Ecrire une formule en FNC qui exprime que chaque sous-carré 3 x 3 contient une seule fois chaque valeur.

(¥r.c.0)
a€{0,1,2} b€{0,1,2} ve[|1,9]] re{a*3+0,a%3+1,a%3+2} ce {b*3+0,b+3+1,b+3+2}

6. On note I 'ensemble des triplets (r, ¢, ) des cases (r,c) qui sont pré-remplies avec une valeur k. Ecrire une
formule en FNC qui exprime les contraintes sur les cases pré-remplies.

/\ Xr.cv

r,c,kel

7. En déduire une formule ¢ exprimant le probléeme du sudoku. (On pourra donner des noms a toutes les formules
écrites précédemment et ne pas les recopier)
En notant ¢; la formule écrite a la question i, la formule totale est @2 A 3 A @4 A @5 A @g.

8. Si la formule est satisfiable, et que la méthode employée nous renvoie la valuation correspondante, comment
en déduit-on la solution du Sudoku ?
Si x, ¢, est vrai, cela signifie que la case r, ¢ contient v dans la solution trouvée.
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3 Manipulation de formules en Ocaml

On utilise le type suivant pour les formules (on remarque qu’il s’agit d'une représentation arborescente) :

type formule =

| Top

| Bot

| Var of string

| Non of formule

| Et of formule * formule

| Ou of formule x formule

| Implique of formule * formule

| Equivalent of formule * formule

Exercice 10
Ecrire une fonction remplace : formule -> string -> formule -> formule qui prend en entrée P, x et ¢ et calcule

Plx\¢].
let rec remplace f x phi = match f with
| Var(y) when y=x -> phi
| Non(f') -> Non(remplace f' x phi)
| Et(fl,f2) -> Et(remplace fl x phi, remplace f2 x phi)
| Ou(fl,f2) -> Ou(remplace fl x phi, remplace f2 x phi)
| Implique(fl,f2) -> Implique(remplace fl x phi, remplace f2 x phi)
| Equivalent(fl,f2) -> Equivalent(remplace fl x phi, remplace f2 x phi)
|- > f

Exercice 11

Ecrire une fonction arbre_to_expr : formule -> string transformant une formule sous forme arborescente en sa
forme de mot correctement parenthésée. On pourra faire libre usage de 'opérateur de concaténation des chaines de
caracteéres en CAML, noté ~.

let rec arbre_to_expr f = match f with
| Top -> "vrai

| Bot -> "faux"

| var(y) ->vy

| Non(f') -> "non (" ~ (arbre_to_expr f') ~ ")"

| Et(f1l,f2) -> "("~(arbre_to_expr f1)*") et (""~(arbre_to_expr f1)"")"

| Ou(fl,f2) -> "("~(arbre_to_expr f1)*") ou ("~(arbre_to_expr f1)"")"

| Implique(fl,f2) -> "("~(arbre_to_expr f1)"") implique ("~(arbre_to_expr f1)~")"

| Equivalent(f1l,f2) -> "("~(arbre_to_expr f1)~") est équivalent a (""(arbre_to_expr f1)"")"

4 Formules du premier ordre

Exercice 12

=

terme,

mal formé, f est d’arité 1 et pas 2,

mal formé, @ prend en argument P de quelquechose,

formule atomique (et formule),

formule,

formule,

mal formé, c’est le résultat de g qui est quantifié et g n’est pas un prédicat,
mal formé a cause des arités de f et g,

mal formé a cause de I'arité de @,

© XS0k W

Exercice 13

Pour ¢1, Sy = {} et S, = {(f,2),(r,3)}. Les seuls termes apparaissant sont des variables et les formules atomiques
sont r(x,y,2) et f(x, 2).

Pour @2, Sy = {} et S, = {(f, 1), (p, 1)}. Les seuls termes apparaissant sont des variables et les formules atomiques
sont p(x) et f(x).

Pour @3, Sy = {(a,0),(f,1)} et S, = {(g,2),(h,2),(q,2),(p,2)}. Les termes sont les variables, a et f(x). Les
formules atomiques sont g(f(x), a), h(x,x), g(x,y) et p(z,y).



